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BO n° 30 du 29 juillet 1971 
- COMMENTAIRE - 


Pour les programmes de mathématiques des classes terminales 


Le programme des classes terminales, comme celui de toutes les classes du Se- 
cond degré n’assigne ni une durée, ni une place, ni une méthode, à l'exposé de 
chacun de ses chapitres ; dans l’ordre qu'il a suivi, il s’est surtout efforcé de dé- 
gager des idées générales et, aussi bien, de limiter le développement à donner 
aux différentes rubriques. Sa seule exigence est qu’au terme de l’année scolaire 
les élèves aient compris et sachent utiliser les notions qu'il a énumérées. 


Moderniser l’enseignement des mathématiques n'autorise en rien à s'affranchir 
du souci de leurs applications. D'une part, en effet, ce sont les sciences expéri- 
mentales, avec l'esprit d'observation et l’esprit d’expérimentation, qui ont donné 
naissance au goût du raisonnement, dont l'emploi systématique caractérise les 
mathématiques mêmes ; d'autre part, ces dernières trouvent désormais des ap- 
plications, non seulement dans les sciences expérimentales classiques, mais dans 
les sciences économiques et humaines, par exemple dans les problèmes de straté- 
gie et de décision. 


Donner aux futurs bacheliers les bases mathématiques solides et fécondes, qui 
leur permettront d'aborder tels ou tels de ces domaines particuliers conduit à leur 
dispenser d’abord un enseignement général et, de ce fait, tourné vers l’abstrac- 
tion Ce serait, toutefois une erreur de penser que, seules comptent l'acquisition 
des concepts, la construction de théories à partir d’axiomes au choix habile ou 
laborieux ; la science mathématique ne peut se passer d'utiliser des techniques, 
qui doivent faire, dès lors, l’objet d’un enseignement et d’un entraînement. 


Sans doute, ces techniques ont-elles une part réduite dans la section A, mais elles 
sont fondamentales, et à des titres divers, dans chacune des quatre sections B, €, 
D, E; tout élève de l’une d'elles doit savoir, dans le cadre de son programme étu- 
dier avec aisance une fonction, calculer une dérivée ou une primitive ou une aire, 
composer des symétries ou des déplacements définis géométriquement ou, tout 
autant savoir utiliser les éléments de la géométrie analytique. Serait vaine toute 
connaissance théorique qui ne pourrait être appliquée à des exemples simples ; au 
reste, les épreuves de mathématiques du baccalauréat comportent actuellement 
un ou plusieurs exercices d'emploi de ces techniques. 


La baccalauréat est la sanction normale de l’enseignement des classes terminales. 
Aussi, plus qu’en Première sans doute, le présent commentaire fixe-t-il avec grand 
soin ce qui peut, ou non, y être exigé ; à ce titre, il s’imposera aux responsable des 
épreuves écrites et orales pour l'interprétation du programme ; il en sera de même 
pour les examens et concours qui, à ce niveau, font des emprunts à ce programme. 


Reste, bien entendu, exclue du baccalauréat toute question dont le commentaire 
de Première a précisé qu’elle n'appartient pas au programme de Première, lorsque 
le programme de Terminale ne l’a pas explicitement assumée. 


Certaines notations, certaines notions, certains exposés peuvent être autorisés, 
parfois conseillés, sans être exigibles : les textes d'examens ne devront donc pas 
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y faire appel, mais les correcteurs et examinateurs devront considérer comme 
valables les réponses des candidats qui y feront référence explicite. 


Naturellement, dans la conduite de sa classe, le professeur gardera sa liberté tra- 
ditionnelle, dans la mesure où cette liberté se met au service de l'intérêt des élèves 
et de leurs préoccupations légitimes. Les professeurs des classes terminale sau- 
ront, à ce sujet s'inspirer des recommandations qui figurent dans la circulaire du 
6 avril 1971 : 


exposer sobrement le programme ; 

observer de façon habituelle les limites qu'en précise le commentaire ; 
contenir les développements purement spéculatifs ; 

bannir les anticipations ; 

et s'il est des manuels excessifs, en tempérer l'usage dans sa classe 


Il a paru commode d’analyser en premier lieu le programme de la section C qui 
requiert le développement le plus complet; on signalera ensuite les caractères 
propres aux autres sections. 
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- SECTION TERMINALE C - 


Commentaire général 


I Nombre entier naturels. Arithmétique 


81 Les notions d'ensemble et de relation restent en classe terminale des notions 
premières ; aussi bien a-t-on déjà utilisé en Seconde et en Première le vocabulaire 
correspondant. La notation X x Y désigne le produit cartésien des ensembles X 
et Y : la notation Y* peut être utilisée pour désigner l’ensemble des applications 
de X dans Y. 


Ne figurent au programme : 
e Aucune construction d’une "théorie des ensembles" 


e Aucune construction de l’ensemble IN des entiers naturels. On énumé- 
rera seulement les propriétés admises de IN, par exemple : 


a) IN est un ensemble totalement ordonné, 
b) IN a un plus petit élément, zéro, 
c) tout élément de IN a un suivant, 


d) tout sous-ensemble de IN qui contient zéro et le suivant de chacun 
de ses élément est IN 


Cette dernière propriété permet de justifier le raisonnement par récurrence. On 
supposera connues les définitions et les propriétés de l'addition et de la multipli- 
cation dans N. 


On appelle suite S dans X un application de N dans X'; si x, est l’image de 
S(n) de l’entier n (terme général), on note par abus d'écriture (x1, X2, ...,Xn,...) 
et, quand aucune confusion n’est possible, (x,), n € IN. On appelle suite finie 
une application d’une partie finie de IN dans X. 


La construction de Z est au programme ; c’est le seul exemple de symétrisation à 
donner (la notion de demi-groupe n'est pas au programme). 


S2et3 Naturellement aucun ordre n’est imposé pour l'étude de ces deux pa- 
ragraphes. L'ensemble des multiples d’un entier relatif 4 est un sous-groupe du 
groupe additif Z, il est stable par la multiplication, on le notera aZ; la relation 
dans Z : x — x, € aZ est une relation d'équivalence. Pour n € IN, on étudiera 
l'anneau Z / nZ ; on signalera l’existence éventuelle de diviseurs de zéro. 


La division euclidienne dans Z suppose le diviseur strictement positif, elle intro- 
duit un quotient et un reste, le reste étant positif ou nul; les propriétés des restes 
sont liées à l'étude des congruences; en application des congruences et des sys- 
tèmes de numération, on pourra énoncer les caractères usuels de divisibilité, (par 
2,9,5, 3 dans le système décimal). 


Sont hors du programme les notions d’idéal et de treillis. 
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II Nombres réels, calcul numérique, nombres complexes 


81 Toute construction, ou partie de construction, de KR est hors du programme; 
on énumérera seulement les propriétés admises de KR, par exemple : 


a) R est un corps commutatif totalement ordonné ; 

b) Q est dense dans K, le corps Q des rationnels étant un sous-corps des 
éléments x de R tels qu'il existe deux entiers p € Z, q € Z*, satisfaisant 
ES 

c) toute partie À non vide majorée de KR a une borne supérieure, ou plus 
petit majorant, notée sup(A). (Quand sup(A) appartient à À, c'en est le 
plus grand élément). 

d) Rest muni d’une valeur absolue, |x| = sup {x; —x}. 

À cette valeur absolue est associée une distance dans R : 


(x,y)r d(x,y) = x —vl, 


la boule ouverte de centre 4 et de rayon r est l'intervalle ]a — r;a + rl. 


Dans les classes antérieures, les notations co, +00, —co ont déjà été utilisées à pro- 
pos de recherches de limites et pour désigner des intervalles, mais en évitant soi- 
gneusement toute locution, toute écriture pouvant susciter une confusion de ces 
symboles avec des éléments de R. Des professeurs pourront souhaiter, sans que 
ce soit imposé par le programme, introduire la droite réelle achevée KR. Cette in- 
troduction offre certains avantages, notamment dans la présentation des notions 
de continuité et de limite (une fonction numérique devenant alors une application 
d’une partie de R dans R), mais présente aussi des dangers. Aussi, lorsqu'elle est 
jugée opportune, devra-t-elle être faite avec soin. 


R est un ensemble totalement ordonné ainsi défini : 


a) tout élément de KR est, soit un élément de KR, soit l’un des deux éléments 
supplémentaire, provisoirement notés « et B. 


b) La relation d'ordre , notée <, entre élément de KR est elle que : 
e pour tous x et y appartenant à KR, la relation x = y équivaut à la 
relation x < y, 
e pour tout x appartenant à R,ona: à <x et x < B. 


Les éléments x et B sont plus usuellement notés —co et +00, la notation = est rem- 
placée sans inconvénient par <. Enfin la relation x < y signifie dans IR, comme 


2 
dans KR, x < yet x £ y; par exemple “ds +00 


Le symbole © ne représente aucun élément de IR.Dans ces conditions, toute par- 


tie non vide de KR a une borne supérieure et une borne inférieure. On appelle 
intervalle de KR tout sous-ensemble ayant l’une des quatre formes suivantes : 


fermé : 2 <b}; 
Feb}: 
= {x,;xER a<x<b}; 


= {x,xER,a<x<b}; 


a < 
semi-ouvert : a < 
semi-ouvert : 


ouvert : 
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On a alors R = [-—0; +0]; l’ensemble vide est un intervalle particulier. L’inter- 
section de deux intervalles est un intervalle; un intervalle de K est l'intersection 
de KR et d’un intervalle de KR. 


Si p et q sont deux éléments d’un intervalle I de KR, alors l'intervalle fermé {p, q| 
est inclus dans 1 ; réciproquement, est un intervalle de R toute partie E de R telle 
que, quels que soient les deux éléments x, y de E avec x < y, l'intervalle fermé 
[x, y] de R soit inclus dans E. Dans R, comme dans KR, cette propriété caractérise 
les intervalles. 


Un tel prolongement de R donne beaucoup de simplicité et d’unicité à certaines 

présentation (voir I 1-2). Mais il importera de signaler explicitement que les 

opérations qui font de KR un corps ne se prolongent pas à KR, et les professeurs ne 
1 


tolèreront aucun abus décriture à ce sujet ( par exemple ne Divx) 


82 Les éléments x de Q tels qu'il existe deux entiers p € Z, n € IN satisfaisant 
à p — 10” x, forment l'anneau des nombres décimaux. 

Étant donnés un réel x et un entier naturel n, soient p, et pl, = pr + 1 les entiers 
consécutifs appartenant à Z tels que px < 10" x < p}, ; par convention d'usage, 


! 
les nombres d, — Ti et en — Tr sont appelés les valeurs décimales appro- 
chées de x à —— près par défaut et par excès. On en déduira la représentation, 


107 
en général unique, d’un nombre réel par un développement décimal illimité ; est 


hors du programme l'étude systématique de la "périodicité" d’un tel développe- 
ment pour un rationnel. 


Plus généralement, dans les calculs numériques sur les nombres réels, on est 
amené à encadrer un réel par deux nombres autres que ceux qui ont été préci- 
sés ci-dessus. On y utilise la notion d'incertitude : x étant un nombre réel, on 
appelle incertitude absolue sur x par rapport à 4 un majorant connu de |x — 4| 


: : £ : a ; se à 
et incertitude relative, pour x Z 0, un majorant connu de , On justifiera à 


l’aide d’encadrements les règles pratiques de calcul sur les incertitudes. 


8 3 Nombres complexes. En suivant l’ordre du programme, on peut rappeler 
d'abord (cf. programme de Première), à partir des applications linéaires, la défi- 
nition des matrices 2 x 2 et leurs propriétés acquises (produit, déterminant) défi- 
nir ensuite la somme de deux matrices 2 x 2 et le produit d’une matrice 2 x 2 par 
un réel. On démontrera que l’ensemble des matrices 2 x 2 forme d’une part un 
espace vectoriel sur R, d'autre part un anneau (non commutatif). 


ne q , 
Plus particulièrement, les matrices de la forme z — ( — ) constituent un corps 


commutatif C, appelé le corps des nombres complexes. 


: a 0 Ms a 
Le sous-corps des matrices ( ) peut être identifié au corps KR, une telle ma- 


0 
trice peut être notée 4. 
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Les matrices z constituent d'autre part un espace vectoriel sur KR, de dimension 
deux, dont on convient de choisir une fois pour toute la base : 


(1): G o)) réa, 


On obtient alors au moyen de la base (1 ,i) la forme cartésienne z = 4 + b. 


Le nombre r — V4? + b? est appelé le module de z, r — |z|. Supposant r £ 0 et 
a b Z Up! , 
posant — a’, _. b', la matrice _— É a! ) où a/2+b/2 = 1,estla matrice 
d'une rotation vectorielle g étudiée en Première ; p est appelé l'argument de z et 
on écrit @ = argz; ona alors a” = cos, b' — sin et la forme trigonométrique 


z = r(cos p + i sin y). 


L'emploi de la surjection 8 décrite en Première permet d'écrirez = r(cos x + i sinx); 
par abus de langage, on appelle aussi couramment argument de z, et on notera 
argz , l’un des nombres x. 


A l’occasion de l'étude des nombres complexes, par exemple, pourront être défi- 
nies en terminale C les notions d’isomorphisme, d'homomorphisme et de noyau 
d'un homomorphisme. Soient E et F deux ensembles, munis respectivement des 
lois internes T et L ; on dit qu’une application f de E dans F est un homomor- 
phisme de (E, T) dans (F, L) pour dire que : 


V(x, H)EEËEXE, f(xTx2) = f(x1)Lf(x). 


Si(E,T)et(F, L) sont deux groupes, d'éléments neutres e et e/, f est un homo- 
morphisme de groupe; alors l’image f(E) est un sous-groupe de F ; le noyau de 
f, ensemble des éléments x de E tels que f(x) = e/, est un sous-groupe de E. Sont 
hors du programme les notions de sous-groupe distingué et de groupe-quotient. 


Une bijection, f, telle que f et f-! sont des homomorphismes, est un isomor- 
phisme de E sur F le noyau de f este. Si E = F, la bijection f est un automor- 
phisme de E. 


Bien entendu, ces définitions ne feront pas l’objet d’un enseignement systéma- 
tique et, avant d’être utilisées en toute circonstance dans la suite du programme, 
elles seront présentées d’abord sur des exemples simples tels que les suivants : 


e l'application qui à tout nombre complexe z — a + 1b associe le nombre com- 
plexe conjugué z = a — ib (77 = r?) est un automorphisme du corps (C, +, x); 


e l'application qui à tout nombre complexe non nul z associe son module r est 
un homomorphisme du groupe multiplicatif (C*, x) sur (R}, x) ; le noyau de 
cet homomorphisme est le groupe multiplicatif (44, x) des nombres complexes 
& de module 1; 


e l'application qui à toute rotation vectorielle æ associe © — cos p +1 sin p est un 
isomorphisme du groupe (R,o) sur (U, x); 


e l'application qui à tout réel x associe { — cos x +1 sin x est un homomorphisme 
du groupe (R, +) sur (4, x), dont le noyau est le sous-groupe additif 27 Z. 
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8 4 Application à la trigonométrie. Ce dernier homomorphisme donne lieu à 
des calculs simples, qui peuvent être détaillés comme il suit : 


{=cosx+isinx, C—cosx—-isinx, (£C —1) 


donne pour n € Z, &" = cosnx +isinnx, çn — cosnx — isinnx (Moivre) et 
1 nn 1 _ : ; 

cosnx = > (£? + cn), sinnx = > (er — au? ce qui permet d’exprimer cos nx et 

sin nx sous forme de polynômes en cos x et sin x. 


Inversement, tout "polynôme trigonométrique", somme de produits de la forme : 
À COS 41X. COS 42%... COS XX. Sin B1x. sin B2x... sin B,x, et les à où les B sont entiers, 
peut être mis sous la forme d’un polynôme du premier degré par rapport aux 
puissances de & et de &, donc, en définitive, sous forme de somme de cosinus et 
de sinus des multiples de x. 


Les élèves doivent être familiarisés avec les calculs classiques sur les fonctions 
circulaires ; ils doivent savoir utiliser les transformations précédentes dans des 
calculs de dérivées ou de primitives. 


Mais, est hors du programme toute généralité sur les questions précédentes, 
par exemple les propriétés de certains coefficients ou l’unicité de l’expression 
du premier degré d’un polynôme trigonométrique. 


Dans la recherche des racines n-ièmes d’un nombre complexe, on est amené à étu- 
dier d’abord le cas d’un nombre complexe de module 1 ; la définition d’une racine 
primitive de l'unité est hors du programme. Les élèves doivent savoir trouver la 
forme cartésienne des racines carrées d’un nombre complexe donné lui-même 
par sa forme cartésienne. 


Le symbole ,/x a été défini en Seconde pour x réel positif ou nul; on peut donc 
l'utiliser ici pour un module, mais il n’est pas possible d'utiliser ce symbole pour 
x complexe. 


Remarques : 


1) Le professeur pourra, s’il le préfère, donner tout autre mode de définition, al- 
gébrique ou géométrique, des nombres complexes ; dans ce cas, il fera connaître 


: ; ——. —. : a —b 
l'isomorphisme entre le corps ainsi constitué et le corps € des matrices (, ; ) 


a —b q 
b b 
ciant à z un vecteur-image (plan vectoriel euclidien) et un point-image (plan 
affine euclidien) ; z est l’affixe du vecteur ou du point. L’addition et la multipli- 
cation dans € peuvent être interprétées, soit dès à présent, soit lors de l’étude 
des similitudes planes (ch. VII, 2). 


2) La bijection de € sur IR? : + sera interprétée comme asso- 


III Calcul différentiel 


Pour toutes les fonctions f que concerne l’étude suivante, l’ensemble de départ 
D; est une partie de R, les intervalles I utilisés sont des intervalles de R et dans 
les paragraphes 1, 2,3, f est à valeurs dans KR. 
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8 1 et 2 Limite et continuité Les notions de limite et de continuité ont été étroi- 
tement liées dans l’histoire et les professeurs les présenteront dans l’ordre qu'ils 
préféreront. S'ils commencent par la continuité, ils seront amenés à définir, pour 
une fonction numérique f dont l’ensemble de définition D} contient a, la conti- 
nuité en 4 : pour tout intervalle ouvert 1 contenant f(4a), il existe un intervalle ou- 
vert ] (dépendant de 1) contenant a, tel que pour tout x € DFN] l’on ait f(x) € 1. 
Si D est inclus dans KR, il est équivalent de dire que, quel que soit € strictement 
positif, il existe à strictement positif tel que d(a, x) < « entraîne d{f(a), f(x)] < €. 


On définira aussi la continuité à gauche et à droite en un point. 


On admettra la continuité de la composée de deux fonctions continues, et, si les 
deux fonctions f et £ sont continues en un point a, la continuité de leur somme, de 


leur produit, de leur quotient — pour g(a) Æ 0. Quelques démonstrations simples 


pourront servir d'exemples, mais elles ne sauraient être demandées, même à titre 
d'exercices, au baccalauréat. 


Soit 1 un intervalle inclus dans D; ; si f est continue en tout point de I, on dit que 
f est continue sur I. 


A) Si la fonction f est continue sur l'intervalle 1 (ouvert ou fermé), l’image f(1) 
de I par f est un intervalle, ce qui équivaut à dire que, quels que soient 4 et b 
éléments de 1, tout nombre compris entre f(a) et f(b) est une valeur prise par 
f (ce résultat est connu sous le nom de théorème des valeurs intermédiaires). 


B) Si la fonction f est continue sur un intervalle fermé borné 1 = {a,b|, f(I) 
est un intervalle fermé borné, cet énoncé a pour conséquence l'existence d’un 
maximum et d’un minimum pour l’ensemble des valeurs de f sur I. 


Les théorèmes A) et B) ne peuvent être démontrés à ce niveau; on les illustrera 
par des figures convenables et on remarquera que le premier est d’un usage plus 
fréquent que le second. 


Du théorème A) on déduit que si f est continue et strictement monotone sur un 
intervalle 1, f admet une fonction réciproque strictement monotone sur f(1);on 
admettra la continuité de cette fonction réciproque. 


Sont hors du programme : 


e les notions de voisinage et d'ensemble ouvert, 
e la notion de filtre, 
e la définition de la continuité uniforme. 


Une définition de "f admet une limite £{ quand la variable tend vers a" est "il existe 
un nombre { tel que soit réalisée la propriété suivante : pour tout intervalle ouvert 
I contenant /, il existe un intervalle ouvert / (dépendant de 1) contenant 4, tel que 
pour tout x € DFNJetx # a, l'on ait f(x) € I. 


Il est équivalent de dire que, quel que soit € strictement positif, il existe x stricte- 
ment positif tel que : 


0 < d(a,x) <a entraîne d[£,f(x)] <e. 


On peut aussi dire alors "f admet la limite £ au point 4". 
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On pourra utiliser l’une ou l’autre des notations : 


lim f(x) = 4 ou lim f = { 
La définition précédente s'étend commodément, en modifiant les définitions de 1 
et de j au cas où 4, ou bien £, serait infini. 


Lorsque f(x) tend vers +c lorsque x tend vers a par valeurs supérieures à a 
(resp. lorsque x tend vers +), on pourra, si l’on introduit la droite achevée KR, 
utiliser la notation : 


limf =+o (resp. lim f = +o) 
at +00 


Que f soit ou non définie en 4, si f admet en ce point une limite finie 4, { est la 
valeur qu'il conviendrait d'attribuer à f en a "pour la rendre continue en ce point" 
c'est-à-dire pour associer à f une fonction g prenant en tout point de D} autre que 
a la même valeur que f, et en 4 la valeur #, g est ainsi continue en 4. 


L'étude de certaines suite peut être traitée ici en application des notions générales 
sur les fonctions et sur les limites ; en particulier, lorsqu'une suite (u,) est la res- 
triction à IN d’une fonction connue f définie sur R+, u1 = f(n), son étude peut 
résulter de l’étude complète de f, ou parfois au contraire la préparer, il est ainsi 
des suites arithmétiques et géométriques, prévues au V. 5. 


8 3 Dérivation. La courbe représentative C de la variation d’une fonction f sur 
un intervalle I est l’ensemble des points M du plan rapporté à un repère (O, 7, 7) 
dont les coordonnées (x, y) vérifient la relation y = f(x), le paramètre de chaque 
point étant son abscisse. Ce paramétrage imposé évite toute difficulté dans la 
définition d’une tangente ou d’une asymptote à C, car il permet de définir avec 
précision l'expression "quand f tend vers fo, la droite variable D(f) passant par un 
point fixe ou de direction fixe a pour limite la droite A" 


La démonstration du théorème relatif à la dérivation de la fonction composée 
F = fo p de deux fonctions dérivables n'offre pas de difficulté si l’on utilise la 
notion de fonction linéaire tangente. 


Le programme demande d'admettre que si une fonction f, dérivable sur un in- 
tervalle 1, a sur I une dérivée positive ou nulle, elle est croissante au sens large 
sur 1 ; on en déduit que : 


a) si f admet une dérivée constamment nulle sur 1, f est constante sur l; 


b) si deux fonctions dérivables sur un même intervalle I ont leurs dérivées égales 
sur 1, leur différence est une fonction constante sur 1. 


Les mots usuels de maximum et de minimum d’une fonction peuvent avoir un 
sens global ou un sens local; on le précisera dans ce dernier cas. On apprendra 
aux élèves, sur des exemples, à utiliser certaines propriétés d’invariance de la 
représentation graphique d’une fonction (translation, symétrie). 


Il est indispensable que les élèves d’une section terminale scientifiques sachent 
étudier de façon sûre et prompte des fonctions données par des expressions simples : 
quotient de deux fonctions polynômes, fonctions circulaires, fonctions logarithmes 
et exponentielles, ainsi que des composées de ces diverses fonctions. 
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Cette étude comporte, bien entendu, celle des limites aux bornes des intervalles 
de définition, sous la réserve apportée au V.5 et 6, pour les fonctions logarithmes 
et exponentielles. 


Sont hors du programme le théorème de Rolle et la formule des accroissements 
finis. 


S 4 Fonctions vectorielles d’une variable réelle. Les notions élémentaires sur la 


— 
continuité et les limites des fonctions vectorielles f d’une partie de KR dans un 
espace vectoriel euclidien E ont trait aux définitions, que l’on peut calquer sur 
celles qui ont été données pour les fonctions numériques. 
La démarche suivante peut être utilisée : 


— 
Soit x}, x2,..., Xn les coordonnées de f (f) dans une base orthonormée B de l’es- 
pace vectoriel euclidien E. 


suplril < | FD] = 224. +x8 < Vasupiri 


(i) (i) 
La double inégalité précédente permet de justifier l’équivalence logique des énon- 
cés suivants : 
"(x1,... Xn) a pour limite (0,...,0) quand f tend vers 4", 


| F | a pour limite 0 quand f tend vers 4”. 


— 
La norme de f (f) étant indépendante du choix de B, le fait, que les coordonnées 


de f (t) dans B aient simultanément pour limite zéro quand f tend vers a est 
indépendant du choix de B. Le théorème précédent pourra être admis. 


— _. 
En conséquence on pourra dire que f a pour limite { quand t tend vers 4, 
lorsque, dans une base orthonormée B de E, chacune des applications coordon- 


nées de f admet une limite. 
On justifiera, sans s’y attarder, le calcul des dérivées. 


L'étude d’une application f : {> M{f) à valeurs dans un espace affine eucli- 


dien contenant O se ramène à celle de l'application { ——> OM (ft), les limites et 
dérivées de f étant indépendantes de ©. 


L'emploi de la dérivation vectorielle pour la recherche (existence et détermina- 
tion) de la tangente à une courbe concerne explicitement les coniques (définition 
bifocale et monofocale), ainsi que l’hélice circulaire (définie à cette occasion) ; il 


— 
est utile d'interpréter d’abord la dérivée de OM = pü où ü est unitaire, tant 
pour la recherche précitée que pour la cinématique visée au 8 5. 


8 5 Cinématique. La cinématique, comme le paragraphe 4 ci-dessus, sera pré- 
sentée le plus tôt possible dans l’année, en liaison avec l’enseignement donné en 
physique. Le physicien et le mathématicien ont, à son égard, des attitudes com- 
plémentaires, la cinématique étudiée en mathématiques étant un modèle de la ci- 
nématique classique de la physique. Un intervalle de temps est un intervalle de R 
et l’espace un espace affine euclidien E; de dimension trois. Dans ces conditions, 
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le mouvement d’un point est une application deux fois dérivable d’un intervalle 
de R dans E3. 


La physique utilisera selon ses besoins les notions élaborées par les mathéma- 
tiques. 


Si la donnée est d’abord celle d’une courbe C, représentée dans E; au moyen d’un 
paramètre u, un mouvement sur cette courbe peut être alors déterminé par la 
donnée d’une application { -— u(t), telle que la condition de double dérivabilité 
soit satisfaite. 


Le vecteur-vitesse est un vecteur (dépendant d’ailleurs de l’unité de temps) ; on 
ne le confondra pas avec son représentant privilégié, dont l’origine est la position 
du mobile à l'instant donné ; il en est de même du vecteur-accélération. 


La notion de mouvement projeté peut être commode dans certain cas, par exemple 
pour l’étude du mouvement oscillatoire simple. 


IV Calcul intégral 


8 1 Intégrale de Riemann. Dans les programmes antérieurs, la notion d’inté- 
grale était introduite après celle de primitive et sa signification physique n’était 
donnée que dans un cas particulier, celui du calcul des aires. Il a paru préférable 
de l’introduire désormais à partir de l'interprétation concrète qu’en donnent les 
valeurs approchées dites sommes de Riemann. 


On pourra suivre l'exposé classique de la théorie de Riemann pour une fonction 
monotone. Mais on pourra aussi mettre à profit les fonctions en escalier abordées 
dès la classe de Seconde ; on étudiera l'intégrale des fonctions en escalier sur [a, b|, 
puis on en déduira celle des fonctions monotones, enfin on formulera pour les 
fonctions continues les résultats analogues que l’on admettra. 


A. Fonctions en escalier. On a dit (programme de Seconde) qu’une fonction f 
définie sur [a, b] est en escalier s’il existe une suite finie x9 = 4, Xj,... Xn_1, Xn — 
b, de nombres croissants, telle que f prenne sur chacun des intervalles ouverts 
]xi-1, xil une vaieur constante y; ; la valeur f(x;) n’est pas liée à y; et ui. 


Par définition, l'intégrale de la fonction en escalier f sur [a, b] est le réel défini et 
noté comme il suit : 


b n 
L f(x) dx = Ÿ'(xi— xi_1)pi x étant une variable muette 
Ë il 


On obtient la même intégrale pour une fonction en escalier $ obtenue en chan- 
geant la valeur de f en l’un de ses points, et donc en un nombre fini de ses points. 


On démontrera les quatre propriétés suivantes : 


a) les fonctions en escalier sur [a, b] constituent un espace vectoriel E (Cf. Se- 
conde) sur R'; 


b) forme linéaire; on a : 
VfEE, VeEE, L'E+goare rar Peter 
VE, VkER, L'eniaax 2x fra 
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b 
l'application de E dans R: f + | f(x) dx est donc une forme linéaire sur E 
a 


c) comparaison des intégrales; la forme linéaire précédente est croissante : si 
fe E, etsi Vxe {a,b], f(x) > 0, alors 


| “Hd 0 do 
sifeEetgeE,etsiVxEe [a,b], f(x) < g(x), alors 
['foax < f'etoar 


d) relation de Chasles ; elle est une conséquence de l’additivité : 


[ra f'rtoar+ ffaar 


cette relation reste valable quelque soit l’ordre de grandeur de 4, b, c, si f est 
en escalier sur le plus petit intervalle contenant à la fois 4, b, c, et si l’on écrit 
pour a > b: 


[Fa ax = [pt ax 


B. Extension. Envisageons maintenant une fonction f définie sur [a, b],non plus 
en escalier mais pour laquelle il. existe deux réels fixes À et B tels que : 


Vxe [a,b] A < f(x) <B 


Soit D l’ensemble des fonctions en escalier (parmi lesquelles x + A), telles que : 
Vx € [a,b] p(x) < f(x); 

soit Ÿ l’ensemble des fonctions en escalier # (parmi lesquelles x + B), telles que : 
Vx € [a,b] f(x) < (x); 

on en déduit: Vx € [a,b], p(x) < p(x) quels que soient ® € D et pe T; 


b 
la borne supérieure U des intégrales [l p(x) dx et la borne inférieure V des 
a 
b 
intégrales L (x) dx vérifient U < V. 
a 


On démontrera que, pour f monotone croissante, U = V'; 
si, en effet, l’on se donne une subdivision de {a,b], xo = 4, X1... Xy_1, Xn — b, avec 
Xj-1 <X; pour 1 —1,2,...n, il existe des fonctions en escalier Ÿ telles que : 


Vx Elxi xl, px) = f(x), px) = f(xi) 
On en déduit : 


: p(x) dx — l' pl) dx = LE | f(x) — Fxi1y] (ri — x) 


< [f(b) — f(a)] Re #4) 


et les inégalités 0 < V —U < [f(b) — f(a)] max(x; — x;_1) entraînent U = V 


(i) 
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b 
Par définition, l'intégrale de f sur {[a,b] est U = V, notée [l f(x) dx. L’applica- 
a 


b 
tion f — | f(x) dx se trouve donc étendue aux fonctions monotones crois- 


a 
santes et, d’une façon analogue, aux fonctions monotones décroissantes. 


Soit, plus généralement, l’ensemble 7 des fonctions f telles que U — V ; on dé- 
montre, et ce sera admis en classe terminale, qu'outre les fonctions monotones, 
appartiennent aussi à 7, en particulier, les fonctions continues, les fonctions mo- 
notones ou continues par morceaux ; pour ces fonctions aussi, l'intégrale de f sur 


b 
[a, b] est définie et sera notée par | fnidé= uv, 
a 


Bien que les résultats suivants, extension des résultats énoncés sous les mêmes 
lettres pour des fonctions en escalier, soient d’une démonstration aisée, on pourra 
les admettre ici : 


a) J est un espace vectoriel sur R'; 


b 
b) l'application de 7 dans R: f-— l f(x) dx est une forme linéaire sur J 
a 


c)sife Tetge F,etsiVxEe [a,b], f(x) < g(x), alors 
b b 
| f(x) dx < | g(x) dx; il en résulte, en particulier, que : si f € TJ et s’il 
a a 
b 
JFG ax 
a 


existe M € R tel que Vx € {a,b], |f(x)| < M, alors 


= M(b—a); 


b 
d) la formule de Chasles. Pour f € 7, une valeur approchée de ! f(x) dx 
a 


est donnée par la somme Y(x; — x;_1)f(0;) pour une subdivision quelconque 
X0 = 4, Xp, Xn-1, Xn — b de {a,b] et pour un choix quelconque de 
Gi € [xi-1, Xil, i = 1,2,...,n une telle somme est appelée somme de Riemann. 


Si l’on partage, en particulier, [a,b] en n intervalles égaux de longueur 


h=xi-x;1= 


b— 
et si l’on prend £; = x; ], =a+(i-1) . 2 la somme 


de Riemann précédente s'écrit : 


b 

elle définit une fonction de l’entier n qui a pour limite | f(x) dx quand n 
a 

tend vers infini (propriété démontrée pour une fonction monotone, admise 

pour une fonction continue); le libellé d'exercices relatifs à la recherche de 

telles limites devra toujours rendre apparent un choix de f et de [a, b]. 


1 b 
Le nombre Re | f(x) dx est appelé valeur moyenne de la fonction f sur 
a 


[a, b] ; il est compris entre tout minorant et tout majorant de f sur [a, b]. Si f est 
une fonction continue ; et en vertu du théorème des valeurs intermédiaires, il 
existe dans ]a, b] un nombre c au moins tel que cette valeur moyenne soit f(c) 
(formule de la moyenne). 
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Supposons f continue sur [a, b] soient à un réel de {[a, b] et G la fonction définie 
X 

par : G(x) = | f(E) dé, x € [a,b]. 
x 


Xo+h 
xo et Xo + À appartenant à [a,b}, on a G(xo + h) — G(xo) = | ‘ f(#) dé, 
X 


0 


Xo+h 
hf to) = Î ‘ f(xo) dt d’où par soustraction G(xo + h) — G(xo) — hf(xo) = 
0 


Xo+h 
[7 LE) Fr) dt 


Co 
Lorsque t varie de xo à xo + 4, |f(t) — f(xo)| est borné supérieurement ; il existe 
Xo+h 
un nombre w(h) tel que | L [F(E) — f(xol dt = hw(h) avec |w(h)| < sup |f(#) 
X0 
La fonction f étant continue, quand h tend vers zéro, sup |f(t) — f(xo)| et par 
conséquent w(h) tendent vers zéro. 


On en déduit que G est dérivable au point x, et a pour dérivée f(x). 


Toute fonction f continue sur {a,b] admet donc des primitives, et si F est l’une 


d'elles Î “tar = FO) = Ft) 


La notation traditionnelle | f(x) dt pour désigner l’ensemble des primitives de 


la fonction f présente des inconvénients, et il vaut mieux l’éviter. Chacune des 
primitives de la fonction f continue sur l'intervalle I se note : 


X 
} f{H)dt+C ae lIetC un nombre réel quelconque 
a 


Les élèves doivent connaître les primitives qui résultent "à vue" des formules 
connues de dérivation des fonctions usuelles, en particulier celles de (x —a)", 
n € Z. On déduira du calcul des dérivées la formule dite d'intégration par par- 


ties : : 
=, o(t) u/(+) dt 


X 


[ut o'(#) dt = [u(# ot] 


Sont hors du programme : 


e la formule dite d'intégration par changement de variable. 
e toute étude de la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples. 


8 2 Aires. Dans le nouveau programme, comme dans l’ancien, une "théorie des 
ensembles quarrables" est à exclure. Il est seulement demandé de savoir que, 
dans un plan affine euclidien, il existe une famille d’ensembles de points, dits 
ensembles quarrables, tels qu’on peut définir une application À , dite aire, de 
cette famille dans R, jouissant notamment des propriétés suivantes : 


a) Si E1 et E) sont des ensembles quarrables, 
e leur réunion et leur différence le sont : 
eona: EN E=S —= A(E; UE)= A(E:) + A(E), 
ce qui entraîne E1 C E> — A(E:) < A(E)). 


b) Si E est quarrable, tout transformé FE’ de E par isométrie est quarrable, et on 


a: A(E') = A(E). 
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— fo). 


c) L'ensemble K des points M{x,y) définis dans un repère orthonormé par : 
O<x<a et 0 <y< b est quarrable et son aire est A(K) = ab. 


Le nombre A(E) est désigné souvent par aire de E". 


On admettra enfin que, f étant une fonction positive, monotone sur {a, b] ou plus 
généralement telle que f € 7, l'ensemble E des points M{x, y) définis dans un 
repère orthonormé par a < x < b et 0 < y < f(x) est quarrable; le problème 
est d'exprimer A(E). 


Soient y et # deux fonctions en escalier telles que : Vx € [a,b] (x) < f(x) < 

y(x) ; les ensembles FE’ et E” analogues à E et relatifs à @ et # sont quarrables 
b b 

et d’aires A(E') — | p(x) dx, A(E") = [. y(x) dx pour tout choix æ et w; 
a a 


A(E) est donc l'unique réel compris entre l’ensemble des A(E') et l’ensemble des 
A(E"), c'est-à-dire : 


b 
A(E) = | Fax 
a 
On pourrait, pour une fonction continue sur [a,b|, retrouver ce résultat par un 


X 
raisonnement classique utilisant la dérivée par rapport à x de | FE 
a 


b 
Dans le cas où, f gardant un signe constant, / f(x) dx est négatif, l’aire de l’en- 
a 
b 
semble plan correspondant est — ’ f(x) dx 
a 

cependant, en mécanique et en physique, il est utile dans certaines représenta- 
tions graphiques d'interpréter l'intégrale elle-même comme définissant une "aire 
algébrique", l'application se faisant alors dans KR et non pas seulement dans R.. 


83 L'espace affine euclidien étant un modèle du monde physique, on appliquera 
le calcul intégral à l'évaluation des volumes, des masses, des moments d'inertie, à 
partir de formules qu’on présentera de façon intuitive, sans soulever de difficultés 
théoriques. 


Une fonction f étant périodique, de période T, on appelle valeur efficace de f le 
nombre positif y défini par : 


ee [Poe 


Il ne dépend pas de à car, si F est une primitive de f?, o(a) = F(a+T)—F(x)a 
une dérivée nulle par rapport à «. Bien entendu, si pour tout x, |f(x)| est compris 
entre m et M, alors y est lui-même compris entre m et M. Les élèves en rencontre- 
ront des exemples dans l’étude des courants alternatifs. 


V Exemples de fonctions numériques d’une variable réelle 


Que ce catalogue soit donné au chapitre V ne signifie pas, bien au contraire, que 
le professeur doive attendre jusqu'ici pour étudier systématiquement, l’une après 
l'autre, les diverses fonctions énumérées ; il trouvera le plus souvent avantage à 
les introduire dans les chapitres II et IV pour illustrer au plus tôt d'exemples 
les questions théoriques qui font l’objet de ces chapitres et pour familiariser ainsi 
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les élèves avec l'application des théorèmes généraux à toutes les fonctions du 
programme. 


Pour x > Oetg € IN*, la définition de {/x résulte de l'existence d’une fonction 
réciproque de la fonction x + x1. 


Slet2 Pour x > 0 et r — e (p € Z, q € N*), x’ pourra être défini comme égal 


à Vx? (cette notation, si elle est utilisée pour x < 0, est un abus d'écriture qui 
présente des dangers). 


83 L'étude des suites arithmétiques et géométriques, déjà mentionnées au III 
l'et 2°, peut être menée de façon parallèle (Cf, programme de Seconde C). 

On évaluera la somme des n premiers termes et on l’étudiera quand n devient 
infini ; quant au résultat lui-même, concernant une suite géométrique : 


1 
1 .….. n—1 = — 1 
Jim (++ +47) PRE si |g| <1 


les élèves doivent savoir le rétablir promptement, ils peuvent aussi l'utiliser de 
mémoire, sans autre justification, à l’écrit du baccalauréat. 


Certaines des questions traitées restent valables pour une suite complexe, fonc- 
tion complexe de la variable n € N'; en particulier, l'étude d’une suite géomé- 
trique de raison g — cos a + ï sin «, faite seulement à titre d'exercice, a son intérêt 
en trigonométrie. 


84 L'étude des fonctions circulaires comporte une révision des formules établies 
en Première, d’addition, de transformation de produits de sinus et de cosinus en 
sommes, et inversement. 


* dt 
85,6et7 La fonction logarithme népérien sera définie sur R} par Logx — = 
la fonction exponentielle sera obtenue comme fonction réciproque de la fonction 
logarithme népérien. On justifiera les règles de calcul et l’isomorphisme ainsi éta- 
bli entre le groupe additif (R, +) et le groupe multiplicatif (R+, x). 


Le programme précise les formes indéterminées, relatives à ces fonctions, que 
les candidats doivent savoir étudier. Toute autre recherche de limite ne peut être 
demandée au baccalauréat qu’en indiquant une méthode; cette restriction ne 
concerne pas les limites qui découlent , sans transformation intermédiaire, de 


Log(1 + x) e* — 
4 


1 
la notion de dérivée, telles que les limites de et de Su quand x 


tend vers zéro. 


La notation e'* pour désigner cos x + isin x permet de retrouver facilement des 
formules de trigonométrie, elle rendra service dans l'étude des phénomènes vi- 
bratoires ; mais cette notation n’est pas imposée et ne peut faire l’objet de ques- 
tions écrites ou orales au baccalauréat. 
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8 8 En Seconde et en Première, les élèves ont appris l'usage de la règle à cal- 
cul, ils doivent s’en servir avec aisance en classe terminale. Seules les techniques 
simples fournissant le carré ou la racine carrée d’un nombre donné, le produit 
ou le quotient de plusieurs nombres, éventuellement les cosinus et sinus, pour- 
ront être demandées au baccalauréat’; il n’est pas besoin pour cela de règles de 
spécialistes. 


On pourra utiliser toute table numérique, carrés et cubes, racines carrées et cu- 
biques, inverses, fonctions circulaires, logarithme népérien et exponentielle, .…. 
L'emploi de telles tables et la construction de machines à calculer simples ont 
notablement réduit le rôle des tables de logarithmes décimaux ; ces dernières res- 
tent néanmoins un outil usuel et peu coûteux et le maniement des tables de loga- 
rithmes à cinq décimales pour les nombres et les fonctions circulaires devra être 
connu des élèves. On donnera une idée de l’imprécision des tables, mais aucun 
calcul d’erreur ne sera demandé au baccalauréat sur ce point. 


L'emploi de machines à calculer de bureau, prévu par les programmes et les 
commentaires de Seconde et de Première, demeure des plus recommandables en 
classe terminale. 


89 Toute généralité sur les équations différentielles est hors du programme. On 
désire seulement qu’en vue de la physique, les élèves sachent donner toutes les 
solutions des deux types d’équation explicitement indiquées dans cet alinéa. 


VI Éléments de géométrie affine et euclidienne 


Dans ce titre VI, les énoncés de certaines définitions ou de certaines propriétés 
pourront avoir une forme générale ; mais les exemples et les applications respec- 
teront les conditions "n < 3" et "corps de base IR" imposées par le programme. 


Sont hors programme les matrices dont l’une des dimensions est supérieure ou 
égale à trois, ainsi que les déterminants d’ordre égal ou supérieur à trois. 


$S 1 Géométrie vectorielle. Soient E un espace vectoriel, E1 et E2 deux de ses 


sous-espaces vectoriels ; les vecteurs Z 


> > — > — 
7=X VV, LEE. Tel 


forment un sous-espace vectoriel E’ de E. Si E1 N E2 — {SG}, E1 et E2 sont dits 
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans FE’, E’ est dit somme directe 
de E; et E. 


La définition d’une application linéaire f d’un espace vectoriel E dans un espace 
vectoriel F, déjà donnée en Seconde, sera reprise et enrichie d'exemples; f est un 
homomorphisme de E dans F, on montrera que le noyau de f est un sous-espace 
vectoriel de E et que l’image de E est un sous-espace vectoriel de F ; on vérifiera, 
pour n < 3, que la somme des dimensions du noyau de f et de l’image f(E) est 
égale à n, dimension de E. 


Parmi les applications linéaires de E dans E, on s’attachera aux automorphismes 
de E, applications linéaires bijectives de E sur lui-même, c’est-à-dire dont le noyau 
se réduit {S} ; ils forment un groupe, dit groupe linéaire de E ; les homothéties 
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vectorielles en forment un sous-groupe commutatif et toute homothétie vecto- 
rielle commute avec toute application linéaire de E dans E. 


Pour préparer le VI 4”, il sera intéressant d'étudier dès maintenant les automor- 
phismes involutifs d’un espace vectoriel E. Si s est l’un d’eux dont on suppose 


l'existence et si à tout vecteur X de E on associe les deux vecteurs : 


FR HG) 2-4) 


> > > > — > — 
alors s(Y )=Y ; 5(Z )=-7, X =Y +7. 
il en résulte que E est la somme directe de deux espaces vectoriels supplémen- 
taires E’ et E”, composés : 
e pour E’, des vecteurs invariants pars, 
e pour E”, des vecteurs changés par s en leurs opposés. 
Inversement, soient E’ et E” deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, 


dont les vecteurs sont notés Y pour E/ et Z pour E”. L'application f qui à tout 


vecteurs X — Ÿ +7 de E associe le vecteur f(X ) = ŸY —Z , est un automor- 
phisme involutifs de E laissant invariants les vecteurs Y de E/ et transformant 
les vecteurs Z de E” en leurs opposés. 


Dans le cas où n — 3, on trouve ainsi quatre types d’automorphismes involutifs : 
a) E'=E, E"={@}, s est l'identité; 

b) E'estun plan vectoriel, E” est une droite vectorielle non incluse dans le plan; 
c) E’ est une droite vectorielle, E” est un plan vectoriel n’incluant pas la droite ; 


d) E = {GS}, E" = E , s est l’homothétie vectorielle de rapport —1; les au- 
tomorphismes involutifs des types b), c), d) peuvent être appelés symétries 
vectorielles. 


Toute l'étude précédente peut être illustrée par des figures (cf, commentaire de 
Première, Cf introduction à la géométrie). 


8 2 Géométrie affine. Un rappel de Première concernera : 

e la définition d’un espace affine; 

e la définition d’une variété affine (dans l’espace de dimension 3, il en existe 
cinq types, espace entier, plan, droite, point, ensemble vide), la définition de sa 
direction et celle de sa dimension ; 

e l'intersection de deux variétés affines, qui est une variété affine; l'étude du 
parallélisme. 


Un repère cartésien est constitué par un point (origine) et une base de l’espace 
vectoriel associé ; un repère affine est un ensemble ordonné : 

e Sur une droite, deux points distinct (dim 1); 

e dans le plan trois points non alignés (dim 2); 

e dans l’espace quatre points non coplanaires (dim 3). 


L'étude du barycentre conduira à la détermination d’une variété de l’espace affine 
de dimension trois comme ensemble des barycentres des points d’un repère affine 
attaché à la variété lorsqu'on les affecte de coefficients convenables. 


Mais est hors du programme la technique des coordonnées barycentriques. 
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8 3 Applications affines. Par définition, € étant un espace affine et E l’espace 
vectoriel associé, f est une application affine de # dans & s’il existe un point 
Mo de & tel que pour tout point M de & l'application F de E dans E définie par 


F(MoM ) = f(Mo)f(M) soit une application linéaire ; on a alors : 


VAE, VBeë, F(AB)=/f(A)f(B) 


F est appelée l'application linéaire associée à f. 


Une application affine f est déterminée par l'application linéaire associée F et par 
le couple formé d’un point particulier et de son image. 


On mettra en évidence la propriété du barycentre; si M est barycentre de A, B, 
C, … affectés des coefficients x, B, y, ..… alors f(M) est barycentre de f(A), f(B), 
f(C), … affectés des mêmes coefficients, et réciproquement. (Si f(A) et f(B) sont 
confondus ce point sera affecté du coefficient «x + B). 


Quelle que soit une application affine, l’ensemble de ses points invariants est une 
variété affine. 


De nombreux exemples d'applications affines seront donnés et, en premier lieu, 
outre les applications constantes, celles qu’indique le programme : 


e les translations, qui forment un groupe commutatif, et pour lesquelles l’appli- 
cation linéaire associée est l'identité ; 


e les homothéties, et à ce propos un bon exercice peut consister à montrer que les 
applications du groupe homothéties-translations sont caractérisées, si n Z 2, 
par le fait qu’elles transforment toute droite en une droite parallèle ; 


e les projections : soient 7 une variété affine de direction P et D un sous-espace 
vectoriel supplémentaire de P ; pour tout point ME &, la variété affine 7 et la 
variété affine contenant M et de direction D ont pour intersection un point m. 
L'application de € dans 7,M+-— m, est affine, on l'appelle la projection de # 
sur 7 de direction D. 


e les applications affines involutives : une telle application f a au moins un point 
invariant, à savoir le milieu de AB, où B = f(A) et À = f(B); la classifica- 
tion antérieure des applications linéaires involutives donne alors, par exemples 
dans un espace affine de dimension 3, l'identité, la symétrie par rapport à un 
point, les symétries obliques par rapport à une droite ou un plan. 


Est hors du programme la propriété suivante caractéristique des applications 
affines : soit & un espace affine de dimension n > 2 et f une transformation de 
&, c'est-à-dire une bijection de & sur lui-même; si, quels que soient les trois 
points alignés A, B, C de € leurs images f(A), f(B), f(C) sont aussi alignées, 
alors f est une application affine. 


8 4 a) Transformations orthogonales. La notion d'espace vectoriel euclidien, 
déjà entrevue en Seconde et présentée de façon générale en Première, n’a pas à 
être reprise encore une fois. Si f est une application linéaire dans lui-même de 
PeSpae Vol Fes E, conservant la norme, c’est-à-dire telle que, pour 


tout x, GO) = 
FX Jef C4 Fe X. Y , f est appelé transformation orthogonale, c’est un auto- 


morphisme de E. Ces automorphismes particuliers forment un groupe, par défi- 
nition le groupe orthogonal O(E). 


, ce qui entraîne la conservation du produit scalaire, 
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Réciproquement, on montrera que si f est une application de E dans lui-même 
qui conserve le produit scalaire, elle est alors linéaire et est donc une transforma- 
tion orthogonale (une démonstration, parmi d’autres, s'apparente à celle qui est 
présentée au 8 5 pour les isométries). 


b) Transformations orthogonales involutives. On utilisera l’étude des automor- 
phismes involutifs d’un espace vectoriel, déjà faite au VI 1° : on montrera que 
tout vecteur de E’ est orthogonal à tout vecteur de E” et donc, dans le cas de la 
dimension 3, les transformations orthogonales involutives sont l'identité, la sy- 
métrie vectorielle orthogonale par rapport à un plan vectoriel ou à une droite 
vectorielle, l’homothétie vectorielle de rapport —1. 


c) Transformations orthogonales du plan vectoriel. On a vu en Première que les 
transformations orthogonales du plan vectoriel forment un groupe 7 , non com- 
mutatif, pour la composition des applications ; l’ensemble de ces transformations 
se décompose en deux parties disjointes : 


e le sous-groupe commutatif R des rotations vectorielles planes, dont les ma- 
: ; a —b 
trices dans une base orthonormée sont du type (, : ) avec 4 +b? = 1; 


une rotation vectorielle plane, autre que l'identité, ne laisse invariant qu’un 


seul vecteur, le vecteur 0 . 
e la famille S des transformations orthogonales planes associées aux matrices 


a —. 
du type s — ( avec 4? + b? = 1; on en fera l'étude, laissée de côté en 


b 
Première ; chacune d'elles laisse invariants une infinité de vecteurs, ceux d’une 
droite vectorielle ; ce sont, au sens défini plus haut, les symétries orthogonales 
par rapport à une droite. S n'est pas un sous-groupe de J : 


si SES et SES, alors S08S, ER; 
si SESet RER, alors SORES et ROSES; 


toute rotation vectorielle plane est le produit de deux symétries vectorielles 
planes, dont l’une est d’ailleurs arbitraire. 


d) Classification, à l’aide de leurs invariants, des transformations orthogonales 
de l’espace vectoriel euclidien E de dimension 3. L'ensemble {{ des vecteurs in- 
variants étant un sous-espace vectoriel, quatre cas peuvent se présenter : 


e À —E, la transformation est l'identité. 
e U est un plan vectoriel P. La droite vectorielle D Reset P est globale- 
ment invariante ; le cas de l'identité étant écarté, tout vecteur V appartenant à 


D est transformé en —V : la transformation est une symétrie vectorielle ortho- 
gonale par rapport au plan vectoriel P. 


e U est une droite vectorielle D. Le plan vectoriel P orthogonal à D est globa- 


lement invariant, maïs il ne contient aucun vecteur invariant autre que 0 :la 
restriction à P de la transformation considérée est une rotation vectorielle plane 
d'angle non nul. 


Une transformation de ce type, dont les seuls éléments fixes sont ceux d’une 
droite vectorielle, est appelée rotation vectorielle ; cette rotation vectorielle peut 
être notée (D, @). La droite vectorielle D et l’angle de la rotation vectorielle 
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plane y sont dits l’axe et l'angle de la rotation vectorielle considérée (exemple : 
la symétrie vectorielle orthogonale par rapport à une droite vectorielle, appelée 
aussi demi-tour vectoriel, æ étant alors l’angle plat). On convient de considérer 
l'identité comme la rotation vectorielle particulière d'angle nul. 


— 
e U = { 0 k exemple : l'homothétie vectorielle de rapport —1. 


e) Conclusion. Les rotations vectorielles et les transformations orthogonales qui 
ne sont pas des rotations, vectorielles peuvent être étudiées de bien des manières. 
On peut, par exemple, faire l'étude systématique des symétries vectorielles or- 
thogonales par rapport à des plans vectoriels et, S étant leur ensemble, établir les 
théorèmes suivants : 


e quels que soient deux vecteurs de même norme, il existe au moins une symétrie 
qui les échange ; 


e le produit de deux éléments de S est une rotation vectorielle ; inversement, 
toute rotation vectorielle est, et d’une infinité de façons, le produit de deux 
éléments de S. 


En particulier, une symétrie vectorielle orthogonale par rapport à la droite vec- 
torielle D est le produit commutatif de deux symétries vectorielles orthogo- 
nales par rapport à deux plans vectoriels "perpendiculaires" contenant D (deux 
plans vectoriels sont dits perpendiculaires s'ils sont orthogonaux à deux droites 
vectorielles orthogonales). 


On en déduit alors que : 

e les rotations vectorielles de l’espace de dimension 3 forment un sous-groupe 
OT(E) du groupe orthogonal O(E) ; 

e toute transformation orthogonale est le produit de trois symétries s au plus. 


En d’autres termes, O7 désignant l’ensemble O — O* des transformations ortho- 
gonales de $ autres que les rotations vectorielles : 


Va eO*, Ve € O*. gogeOo*t 
Vn eO, VneO |. moneOoT 
VyeOT, VgeOT. goyeOT et yogEe OT 


Dans l’espace de dimension 3, l’'homothétie vectorielle de rapport —1 appartient 
à O' ; il en résulte que toute transformation de O7, autre que cette homothétie 
vectorielle, est d’une manière unique : 


e le produit commutatif d’une rotation vectorielle et de cette homothétie vecto- 
rielle, 


e le produit commutatif d’une rotation vectorielle et d’une symétrie vectorielle 
orthogonale par rapport au plan vectoriel orthogonal à l'axe de la rotation. 


f) Orientation de l’espace vectoriel euclidien de dimension 3. On a vu en Pre- 
mière les deux orientations possibles d’une droite vectorielle, puis d’un plan vec- 
toriel euclidien. 


> — 
V et V' étant deux vecteurs non nuls du plan vectoriel euclidien, de coordon- 
j VV 


nées respectives () et () dans une base orthonormée Z, sin( ) est 
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l'élément b de la matrice (, 


3) , relative à Z, de la rotation vectorielle d'angle 
(F,v7) 


Si le plan vectoriel euclidien est orienté, et si on le rapporte à une base Z directe, 
alors le nombre b et, par conséquent le nombre : 


! _ — 
fé . sin(V,V”) 


11 ! — mr à 
Ÿ NE TR =|v|:1v 


ne dépendent pas de la base directe Z. 


Soient maintenant un espace vectoriel euclidien E de dimension 3 et (7, 7, k), 
(, j1 K1) deux bases orthonormées de E; on montrera que l'existence d’une 
rotation vectorielle (identité comprise) transformant l’une des bases en l’autre, est 
(comme dans le plan) une relation d'équivalence à deux classes, ce qu’on exprime 
en disant que E est orientable; privilégier l’une de ces classes, c’est orienter E. 


Mais, l’espace vectoriel euclidien E étant orienté, ses droites et ses plans vectoriels 
ne sont pas orientes par la même ; il est cependant possible, et souvent utile, de 
donner à un plan vectoriel P et à la droite vectorielle D qui lui est orthogonale 
des orientations associées. La convention suivante est alors commode : P étant 
orienté et (7, J) étant une base orthonormée directe de P, le sens positif de D est 
le sens du vecteur K tel que (7, 7, k) forme une base orthonormée directe de E; on 
montrera que ce vecteur Kk est indépendant du choix du couple (7, j) dans P; si 
l'on change l'orientation de E, Kk est changé en son opposé. La demi-droite À de D 
ayant pour vecteur directeur K est la demi-normale positive de P. Inversement, la 
convention précédente oriente P, dès qu’on a choisi une orientation sur D. 


Le couple (P orienté A) ainsi obtenu est direct; le triplet (A1, A, À) formé par 
les demi-droites vectorielles de Lee D 7, j, k est un triplet orthogonal 
direct de demi-droites ; le triplet (V 1,V 2, V ) formé par trois vecteurs portés 
par À, A, À dans l’ordre, est un triplet orthogonal direct de vecteurs. 


On notera que la convention précédente permet de déterminer, dans l’espace vec- 
toriel euclidien E orienté, une rotation vectorielle par son axe D orienté et par un 
nombre réel qui, en radians, degrés ou grades, caractérise l'angle y de cette ro- 
tation vectorielle dans le plan P orthogonal à D et orienté par l'orientation de 
D. 

L'orientation de l’espace vectoriel euclidien E entraîne celle de tout espace affine 
euclidien associé ; on dit que le repère cartésien (O, 7, 7, k) est direct pour expri- 
mer que la base (7, 7, K) de E est directe ; le trièdre formé par les trois demi-droites 
Ox, Oy, Oz, de vecteurs directeurs 7, 7, Kk, est alors un trièdre trirectangle direct. 


8) Fou vectoriel. Soient, dans l’espace vectoriel euclidien oHeneE, E, deux vec- 
teurs U et V ; le produit vectoriel de U par V est Le TER Le noté U AV 
dans l’ordre et lu "U vectoriel V", qui es est le vecteur O si (U’, VA ) est lié, et qui 


peut être défini de diverses façons si &’, V )est libre; 


Ainsi : 
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—  — 

e Soit P le plan vectoriel déterminé par U et V , qu’on oriente arbitrairement’; 
soit k le _vecteur unitaire de la demi-normale à P ainsi orienté; alors W — 
[In 
orthonormée directe de P; on vérifie que W ainsi défini est indépendant de 
er de P. 


Pi Pr 0 ; . < 
sin(U ,V )k, sin(U , V ) étant évalué ici relativement à une base 


e Soit 724 L DrojEcten SHAOBORAE de V’ sur le plan vectoriel Q AHMOBOBaE à 1 
alors W — |” ]- IA 
un triplet orthogonal direct. 


k, où K est le vecteur unitaire tel que &’, v” ,À) soit 


— — 

e W se déduit de V par trois applications linéaires successives, dont les deux 

dernières sont permutables : projection de V sur le plan Q orthogonal à U, 
— 


homothétie vectorielle de rapport | LE | et rotation vectorielle d’axe D orienté 
— 
par U et d'angle 8 — +4 (angle droit direct dans Q orienté par U ). 
On établira, en s’aidant au besoin de figures classiques, les propriétés du produit 
vectoriel, notamment : 
à > = > 
V(A,u)ER°, AU AyuV =AyuU AV 
> — > — 
LE AV ==V AU 
> > > > — — — 
U AM +W)=U AV +U AV 


On exprimera les coordonnées du produit vectoriel W = = à 7 VA dans une base 
orthonormée directe, au moyen des coordonnées de TÉ et V'; bien des élèves 
retiendront ces expressions, ils devront tous savoir les retrouver promptement ; 
elles donnent une manière pratique de trouver la normale à un plan déterminé 
par deux vecteurs. 


S 5 Isométries de l’espace affine euclidien. On note ici E un espace vectoriel 
euclidien et & un espace affine euclidien associés. 


Une isométrie de l’espace affine euclidien & est une application f de € dans 
telle que : 


vamce, |aë]- 470] 


a) Une isométrie est une bijection affine. Quels que soient les trois points À, B,. 
C de #, leurs images A’, B’, C’ par f sont telles que : 


> > > > 
AB - AC — A’B’ : AC’ puisque 


Ed = BA l +]ac É +2BA°. AC etque Ed | - Bo 


Soient ©, I, J, K quatre points fixés de tels que (O,OI ,OJ ,OK }) forme un 
repère cartésien DOS ils sont transformés par f en quatre points ©, l’, 


J',K'et (0’,OT ,0 7”, O’ K” ) forme aussi un repère cartésien orthonormé ; 
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b 


C 


d 


— 


— 


— 


À 
tout point M de coordonnées | y | dans le premier repère a pour image par f 


4 
x! 
| | a 
le point M de coordonnées y! dans le second repère et x° = OT - O’M’ — 


z! 


OI OM = x, y = y, z = z/ cela établit que f est une bijection affine dont 
l'application vectorielle associée F est une transformation orthogonale de E. 


Les isométries forment un groupe et l'application qui à toute isométrie de l’es- 
pace affine euclidien & associe la transformation orthogonale correspondante 
de l’espace vectoriel euclidien E associé à #, est un homomorphisme ; le noyau 
de cet homomorphisme est le sous-groupe des translations. 


On appellera déplacements les isométries de € pour lesquelles la transfor- 
mation orthogonale associée est une rotation vectorielle; les déplacements 
forment un sous-groupe du groupe des isométries. 


Classification des isométries planes. On classera d’abord les isométries planes : 


e les déplacements plans; on démontrera qu’un déplacement plan est une 
translation ou une rotation, dont on donnera la définition ; 


e les antidéplacements plans ; on en donnera la forme canonique, à savoir le 
produit commutatif d’une symétrie orthogonale par rapport à une droite et 
d'une translation parallèle à la droite 


Classification des déplacements de l’espace de dimension 3. On définira les 
translations, les rotations, les vissages, et l’on démontre tout déplacement f de 
l'espace est une translation, ou une rotation, ou au sens strict un vissage. 


Le fait important qu’un déplacement f est déterminé par la donnée de la trans- 
formation orthogonale associé F et un couple [A, A’ = f(A)] pourra être uti- 
lisé à cet effet. 


La recherche des points fixes d’antidéplacements conduit, de façon naturelle 
et intéressante à classer les antidéplacements ; cette étude n’est pas au pro- 
gramme, elle peut donner lieu à des exercices dans une classe qui en exprime 
le désir, mais non à une question d'examen. 


Groupes d’isométries laissant invariant un ensemble donné. On se gardera 
de faire de cet alinéa un domaine d’érudition; il s’agit surtout d'enrichir 
d'exemples tous les alinéas antérieurs. On se bornera à des exemples simples 
tels que segment, triangle équilatéral, carré, ensemble de deux droites non co- 
planaires, ensemble de deux plans, tétraèdre régulier, cube 


Les élèves se familiariseront ainsi avec les modèles d’un certain nombre de 
configurations utiles dans les sciences et les techniques ; on en rencontre dans 
l'étude des édifices atomiques. 


VII Compléments de géométrie euclidienne plane 


8 1 Angles de droites. Rappelons un résultat acquis en Première soient, dans le 
plan vectoriel euclidien P, l’ensemble D des demi-droites vectorielles A incluses 
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dans P, R le groupe des rotations vectorielles de P. La relation dans D x D "il 
existe une même rotation vectorielle 9 € R, qui fait passer de A; à A, de A à 
A’2" est une relation d'équivalence .# et chaque classe d'équivalence est appelée 
un angle de demi-droites ; on donne à l’ensemble À des angles de demi-droites 
une structure de groupe additif (w angle nul, p angle plat). 


De même, soit D’ l’ensemble des droites vectorielles D incluses dans P ; la relation 
dans D’ x D’ "il existe une même rotation vectorielle ® € R, qui fait passer de 
D: à D, de D’ à D" est une relation d'équivalence .# et chaque classe d’équi- 
valence est appelée un angle de droites ; on donne à l’ensemble 4’ des angles de 
droites une structure de groupe additif. 


Parce qu'il existe. sur une droite vectorielle deux demi-droites vectorielles oppo- 
sées, il existe deux rotations vectorielles transformant la droite donnée D; en la 
droite donnée D, l’une d'elles a pour angle x, l’autre à + p. Par suite : 


e soit « un angle de demi-droites, à € À; l'application qui à « associe l'angle 
de droites (D1, Di), D2 étant la transformée de D; par la rotation vectorielle 
d'angle «, est un homomorphisme de A sur /', le noyau étant {w, p}; 


e soit a un angle de droites, a — angle (D, D’) € À; les angles des rotations vec- 
torielles transformant D en D’ sont «à et a + p; l'angle de demi-droites à + « 
est égal à (a + p) + (a + p) et l'application qui à a associe à + à est un isomor- 
phisme de 4’ sur À. 


Ces résultats permettent d'étudier le problème des bissectrices d’un angle de 
droites vectorielles, ainsi que les deux ensembles de points M définis dans un 
plan affine euclidien associé, par la donnée de deux points À, B et d’un angle : 


— — — — 
(MA ,MB)=ax ou (MA, ,MB)=x, ae A, et a € A 


8 2 Similitudes. La définition géométrique de la similitude, donnée par le pré- 
sent programme, offre l'intérêt de pouvoir être utilisée ultérieurement pour un es- 
pace affine euclidien de dimension n > 2; mais le programme se limite à l'étude 
des similitudes planes et le mode d'introduction est laissé au choix du professeur, 
soit par la géométrie, soit par les nombres complexes. L’équivalence de ces deux 
modes sera démontrée et les propriétés géométriques de cette transformation se- 
ront connues des élèves. 


L'étude des similitudes planes directes, définies dans le plan complexe par z + 
az + b (a Æ 0), figurait déjà dans l’ancien programme de terminale C ; on étudiera 
aussi, dorénavant, les similitudes planes inverses, définies par z - 4z+b (a Z 0). 


L’inversion ayant disparu du programme, aucune question mettant en jeu des 


transformations de la forme z+-> - ouz + = ne peut plus être posée à l'écrit ou 
z £ 


à l'oral du baccalauréat. 


83 Coniques. L'existence de la tangente à une conique en un point donné peut se 


déduire immédiatement de l'équation de la courbe (dérivée de /ax2+Bx+7 
par exemple), mais la dérivation vectorielle (III, 4) permet un développement 
plus riche en interprétations géométriques simples. 


Les termes d’ellipse, d’hyperbole, de parabole, seront donnés en conclusion de 
l'étude des formes des courbes d’équation : 
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Ax? + By? +2Cx+2Dy+E=0, |A|+|B| ZO0 


On recherchera les ensembles de points définis, avec les notations d'usage, par 
MF +MEF' = 2a, [MF —MF'| = 2a,MEF = eMm et l’on en déduira les deux défini- 
tions bifocale et monofocale de l’ellipse et de l’hyperbole; la définition monofo- 
cale de la parabole ; on donnera les formes classiques des équations réduites des 
coniques, ainsi que l'équation de l’hyperbole rapportée à ses asymptotes. Hormis 
ce tout dernier cas, le repère sera orthonormé et on sera amené naturellement à 
montrer que l’ellipse est transformée d’un cercle par une "affinité orthogonale”. 


On pourra évoquer nombre d'emplois des coniques en physique (miroirs, inter- 
férences, ..….) et en astronomie (lois de Képler, .…...). 


Sont en dehors du programme : 

e les propriétés des tangentes liées au cercle directeur ou au cercle principal; 

e les générations des coniques comme enveloppes de droites ; 

e tout changement de repère tendant à "faire disparaître" le terme rectangle de 
l'équation générale d’une courbe du second ordre. 


VIII Probabilités sur un ensemble fini 


$ 1 Espace probabilisé On a défini en Première des espaces probabilisés finis 
dans lesquels, ( étant l’ensemble fondamental, toute partie de (Q est un événe- 
ment. 


Il existe des sous-ensembles non vides Z de 4(Q) tels que le complémentaire 
dans ( de tout élément de Z appartienne à Z , ainsi que la réunion de deux 
éléments quelconques de Z ; le couple (Q, 3) est dit un espace probabilisable. Q 
et S sont donc éléments de Z. 


On dit que p est une probabilité sur (Q, 2) si p est une application de Q dans R: 
telle que : p(Q) = 1, 
V(B:, B)) EBX DB, B1NB=S —= p(Bi se) B)) — p(B:) + p(B2) 


Il en résulte la formule : 


V(B:, B)) E BX B, p(Bi U B)) . p(B1) + p(B)) = p(B: MN Bo 
Le triplet (Q,, p) est dit un espace probabilisé. 


Une application mesurable (ou variable aléatoire) de (Q,.Z, p) dans un espace 
probabilisable fini (Q/,) est une application y de Q dans Q?, telle que pour 
tout élément B' € 4! l’ensemble pl (B') est un élément de Z ; si l’on pose alors 
p'(B') = pig !(B')], le triplet (Q/,Z/,p') est un espace probabilisé fini; on dit 
que p’ est la probabilité-image par l'application +. 


Ces définitions seront illustrées d'exemples. 


Pour introduire une variable aléatoire réelle, il est nécessaire d’associer à l’en- 
semble infini IR, un ensemble ZR de parties B de R; B est élément de “ZR si et 
seulement si B est la réunion d’un nombre fini d’intervalles de KR. La famille ZR 
a les propriétés de la famille Z évoquée plus haut à propos de Q. 


On introduira de même une famille ZR2 de sous-ensembles de IR?. 
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Une variable aléatoire réelle (appelée parfois aléa numérique) est alors une ap- 
plication mesurable de (Q,Z,p) dans (R, Zr). 


La fonction de répartition F de la variable aléatoire réelle o est donnée par F(x) = 
plp"(—oxl)]. 

Un couple de variables aléatoires réelles est une application mesurable y de (Q, Z, p) 
dans (R, ZR) ; la loi du couple est la loi p’ définie par : 


VGNER, pu =p' [ot (y) 


Lé programme supposant Q fini, p’{{x,y}] n’est non nul que pour un nombre 
fini de couples (u;,v;). 


Loi marginale. Soit ® un couple de variables aléatoires réelles. La première loi de 
probabilité marginale est la loi p1 de la première composante de  : 


BEZR pi(B)=p Let (B x R)| : 


pa ({x}) = p[p 1 ({x} XIR)] n’est non nul que si x est l’un des nombres wi. 


On définit de même la seconde loi marginale p2. En général, on n’a pas, pour tout 
couple (x, y) de réels, 

p'If(x,v}l = p1({x}) x p2({y}); quand ce fait se produit, les deux variables 
sont dites indépendantes. 


Ces définitions se généralisent à un système de n variables aléatoires. 


S2 L’espérance mathématique E(X) d’une variable aléatoire X à valeurs u1,...ux 
dans KR est, par définition, le nombre : 


k 
E(X) = » uip(ui) 


L'ensemble des variables aléatoires sur l’espace probabilisé fini est un espace vec- 
toriel application qui, à toute variable aléatoire X associe son espérance mathé- 
matique est une forme linéaire sur cet espace vectoriel, en particulier, X1 et X2 
étant deux variables aléatoires réelles, on a : E(X1 + X2) = E(X1) + E(X)). 


On démontrera que si X, et X2 sont indépendantes, l'espérance mathématique de 
la variable aléatoire X: : X2 est E(X1) + E(X2). 


L'espérance mathématique d’une variable aléatoire à valeurs (u;,v;) dans R? est, 
par définition, le couple : 


Elta) = | &r'Go), op (ue) 
(ii) (2j) 
on y reconnaît encore une application linéaire, et aussi un barycentre. 
La variance d’une variable aléatoire réelle X est donnée par : v(X) —E[X—E(X)}?; 


on démontrera qu’elle est égale à E(X2) — E2(X). Par définition, l’écart-type est 
T(X) = /v(X). 
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L’inégalité de Bienaymé-Tchébicheff indique que, si une variable aléatoire X a 
une espérance mathématique 4 et un écart-type w, alors : 


X—a. #4 
P nm *[) 


On appliquera particulièrement cette inégalité au cas où une expérience est ré- 
pétée n fois. On constate que, dans un grand nombre de situations concrètes, 
les résultats d'expériences successives sont sans influence les unes sur les autres. 
On traduit cette constatation en postulant l'indépendance des variables aléatoires 
correspondantes, indépendantes qui s'exprime dans le produit Q/ = Q"”. 


Sur Q/, la probabilité de l'événement (x1 = 41,...%1 — 4,) est le produit des 
probabilités p(a1) x --- x p(a); l'inégalité de Bienaymé-Tchébicheff donnera la 
"loi faible des grands nombres", qui établit un premier lien avec la statistique ; 
X1, X2, ... Xn, étant des variables aléatoires indépendantes, de même loi et d’es- 
pérance mathématique commune 4, 


oo — L (X1 + X2 +---+ X,) est une variable aléatoire telle que, pour tout réel 


Le : Fr .-_. 
strictement positif €, im P (Ya al >e}) =0 
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